BOLUM 2

FOURIER ANALIZI

2.1. GIRIS

Imlerin Fourier gosterimi, hem siirekli zaman hem de ayrik zaman im isleme i¢in biiyiik 5nem
tasir. Fourier analizi, islem ve hesaplama kolaylig1 saglayabilmek i¢in bir tanim kiimesinden
diger bir tanim kiimesine imlerin eslemlemesi ile gergeklestirilen bir yontemdir. Fourier
gosteriminin Ozellikle sagladigi kolaylik Fourier ortaminda evrisim isleminin ¢arpim igslemine
doniigsmesidir. Ayrica bu doniisiim, imler ve sistemlerin farkli bir yolla yorumlanmasini da
saglar. Bu bolimde ayrik zaman Fourier doniisiimii (yani, ayrik zaman imlerin Fourier
dontisiimil) anlatilacaktir. Karmagsik {istel islevlerin dogrusal zamanla degismez (DZD)
sistemlerin nasil 6z islevleri oldugu ve bu 6zelligin nasil DZD sistemlerinin siklik yanit
gosterimini dogurdugu gosterilecektir. Son olarak, ayrik zaman Fourier doniisiimiinde evrisim
isleminin nasil yapildigi ve dogrusal sabit katsayr fark denklemlerinin ¢oziimde nasil
kullanilacag verilecektir.

2.2. SIKLIK YANITI

DZD sistemlerin 0z islevleri, sisteme bir giris yapildiginda bu girise karsilik tek bir
(karmasik) cikisin olustugu dizilerdir. Yani, eger giris x(n), y(n)=Ax(n) gibi bir ¢ikis
veriyorsa, ¢ikis cogunlukla girise bagimlhidir ve A, 6z degerdir.

xin) ¥l{n) = dx(n)

— ] hin) ———————

SEKIL 2.1

Bu durumda o sabit olmak {izere asagida gosterilen formda gozlenen imler
x(n) = eln® —0 <N <o

DZD sistemlerinin 6z islevleridir. Bu ifade evrisim toplamindan goriilebilir.

y(n)=h(n)*x()= Y hK)x(n-k)= Y h(k)elemR=gino Y p(k)etko=Heio )gino

H(e/®) olarak gosterilen 6z deger
H(E")=Z hke 2.1

seklindedir. Burada H(e/®) genelde karmasik degerlidir ve karmasik iistel islevin siklik degeri
’ya baghdir. Boylece, bu ifade gergel ve sanal kisimlarina ayrilarak

H(e")=Hg (€*)+iHs(€")



veya genlik ve evre terimleri kullanilarak

H(e)=|H (") |elo®
seklinde yeniden yazilabilir. Burada

[H(E) | =H(el*)H" (el°)=H3 (el*) +H3(e)
ve
1 [Hs(€)

@(o)=tan* lw
formundadir. DZD sistemlerin analizinde siklik yanitinin grafiksel gosterimi biiylik 6nem
tasir ve ¢ogunlukla genlik ve evre grafiginin ¢iziminde kullanilir. Ek olarak, diger bir
kullanigh grafiksel gosterim, w’ya karsi 2010g|H(ejm)|’nin cizimidir. Log Olcekli genlik
degerinin birimi decibel (dB)’dir. Ornek olarak 0 dB, [H(e"®)|=1 degeriyle, 20 dB |[H(/®)|=10
degeriyle, -20 dB ise |H(ej°°)|=0,1 degeriyle esdegerdir. Benzer sekilde 6 dB yaklasik olarak
[HE")|=2, -6 dB ise |[H()|=0,5 ile iliskilidir. Log genligin ¢izimi, |H(e!)| kiigiik
degerlerinde logaritmanin genis Olcek saglamasi ve sifira yakin siklik yanitinin ayrintili
detaylarin1 gostermesinden dolayr avantajlhdir.

Cogunlukla evre yerine kullanilan grup gecikmesinin gosterimi, asagidaki gibi verilir.
dd(w)
dw
Grup gecikmesi oOlgiiliirken, evrenin ana degerine m’nin tamsay1 katlar1 eklenerek evre, ®’nin

() = —

tiirevi alinabilir ve siirekli zaman islevi olarak bulunur.

H(ej(’)) islevi, siklik yaniti1 olarak adlandirilir ve DZD sistemlerin tanimlanmasinda 6nemli
islevlerden biridir. Siklik yaniti, bir sistem tarafindan karmasik iistel im siizge¢lendigi zaman
(karmasik) genligin nasil degistigini gosterir. Siklik yaniti 6zellikle karmagik iistel islevler
toplamu seklinde giris imi ayristirilmak istendiginde oldukga kullamighdir. Ornegin, asagidaki

gibi verilen bir girise
N
x(n)= z o1 €N
k=1

DZD sistemin yanit

N
Y=Y oyH(eh) e
k=1

olacaktir. Burada H(ej“"‘), oy sikliginda dlgiilen sistemin siklik yanitidir.
ORNEK 2.1. Gergel degerli birim 6rnek yaniti h(n) olan bir DZD sistemin girisini
x(n)=cos(nwy) alalim. Eger x(n) iki iistel islevin toplami seklinde gosterilmek istenirse

x(n) = leinwo + le—inwo
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seklindedir ve bu durumda sistemin yanit1 asagidaki gibi yeniden yazilabilir.



1 . . 1 . .
y(n) = EH(eJ‘”O)em“’O + EH(e‘J‘”O)e‘]“‘”O

Ciinkii, h(n) gercel degerlidir ve H(ejm) eslenik simetriye sahiptir.
H(e”) = H*(¢")

Bu nedenle, y(n) bu 6zellige gore yeniden yazilirsa
1 . . 1 : :
y(n) = > H(elwo)e]nwo + > H* (elwo)e—lnwo

y(n) = Re{H(e")e) = [H(e)] cos(non + 0(a))
bulunur.

Donemsellik

Siklik yaniti, @’nin karmasik degerli ve 2n donemli dénemsel bir islevdir. Genelde bu durum,
siklik yanit1 donemsel olmayan bir DZD siirekli zaman sisteminin siklik yanitina bir karsitlik
olusturur. Bu donemselligin nedeni, wy siklik degerinin bir ayrik zaman karmagsik iistel
islevinin, wg + 2 siklik degerinin bir karmagik iistel islevle ayni olmasindan kaynaklanir.
Yani

x(n) — ejnmo — ejn(m0+2n)

seklindedir. Bu nedenle eger, DZD sistemin girisine x(n) = e"® uygulandiginda cikis,
x(n) = e"(©@+2M  oirisinin yanit1 ile aym1 olmak zorundadir. Bu da asagidaki ifadeyi
gerektirir.

H(ejn(no) — H(ejn (w0+2n))

Simetriklik
Eger h(n) gercel degerli ise, siklik yanit1 sikligin bir eslenik simetrik islevidir.

H(E™) = H* (")
H (ejw)’nln eslenik simetrik olmasi gercel kismin o’nin ¢ift islevi oldugunun gostergesidir.
Hg(€) = Hg(e7")
Benzer sekilde, sanal kisim ise tek islevdir.
Hg(€") = —Hg(e™*)
Eslenik simetriklik ayrica genligin ¢ift
[HE™)] = [HE™)]
evre ve grup gecikmesinin tek islev oldugunu gosterir.

?(w) = —-0(—) 1(0) = —1(—w)

ORNEK 2.2. Birim &rnek yaniti
h(n) = a"u(n)



olan bir DZD sistemi ele alalim. Burada, |a| < 1 olmak {izere a gergel bir degerdir. Siklik
yanit1 bu sistem icin

; - . - . - . 1
H(E®) = Z h(n)e e = Z oleine =Z(ae_1"’)n =T
n=0

n=—ow n=0

seklindedir. Siklik yanitinin genlik karesi

I . . 1 1 1
HE®)| = HE)H* () = = o =
| ( )| (e")H (™) 1—qei® 1—qge® 14+ a2 — 20cos®
Ve evresi
H.(e!® —asi
?(w) = tan~! 5( . ) = tan"! ﬂ]
HG(er) 1 — acosm

bulunur. Sonugta, grup gecikmesi evrenin tiirevinin alinmastyla elde edilir. Bu sonug

a% — acosm

(w) = —

1+ 0% — 20cosm
seklinde verilir.

Siklik Yanitimin Evrilmesi

Bir DZD sistemin siklik yanit

H(el®) = Z h(n)e-ino

seklinde verildiginde, birim 6rnek yanit1 integral islemi ile geri elde edilebilir.
h(n) = - [* H(E") e™do (2.2)

Integral 2 uzunluklu herhangi bir dénem iizerinden alinr.

ORNEK 2.3. Siklik yanit1 asagidaki gibi verilen bir sistemin (bu sistem ideal algak gegiren
stizgece karsilik gelmektedir),

; 1 0o
H(ejo)) — ) I I m
0, oy < |lo]<n
birim 6rnek yaniti
sin(nw,,)

h(n) _ ijmm enode = L[ejnmm _ e-jnmm] —
2n)_,

2jnn 7

seklindedir.

2.3. SUZGECLER

Sayisal silizge¢ kavrami yada sadece siizgeg, ¢ogunlukla ayrik-zaman sistemle ilgili olarak
kullanilir. Sayisal siizgeg J. F. Kaiser® tarafindan “... genelde girig olarak alman 6rneklenmis
Im veya say1 dizisinin ¢ikis imi olarak adlandirilan ikinci bir say1 dizisine doniistiiriillmesi
islemi veya algoritmasidir. Hesaplama islemleri; algak geciren siizgegleme (yumusatma),

! System Analysis by Digital Computer, F. F. Kuo, J. F. Kaiser, Eds., John Wiley and Sons, NY, 1966.



bantgeciren, slizgecleme, ara degerleme, tlirevlerin genellestirilmesi vb. olabilir.” seklinde
tanimlanir.

Stizgecler dogrusallik, kaydirma ile degismezlik, nedensellik, kararlilik gibi sistem 6zellikleri
ile tanimlanabilir ve siklik yanit1 formu ile siniflanabilir. Bu siniflamanlarin bazilar1 asagida
belirtilmistir.

Dogrusal Evre
Bir dogrusal kayma ile degismez (DKD) sistem, eger siklik yaniti asagidaki gibi
tanimlanbiliyorsa, dogrusal evreye sahiptir.

H(el®) = A(e/®)e o
Burada; a gercel bir say1 ve A(ej“)) o’nin gercel degerli bir islevidir. H(ej‘”)’mn evresinin
—0m when A(e/®) > 0
-~ao+n  when A(e/®) <0

Pp(0) = {

oldugu verilmelidir. Benzer sekilde, bir siizge¢ eger siklik yaniti asagidaki gibi tanimliysa
genellestirilmis dogrusal evredir.

H(ejw) = A(ejw)e_j(am_ﬁ)
Boylece, dogrusal evreli veya genellestirilmis dogrusal evreli slizgecler sabit bir grup
gecikmesine sahiptir.

Tiim Gegiren

Bir sistem, eger siklik yanitinin genligi sabit ise tim geciren siizgeg olarak tanimlanir.
H(el®) =c

Asagida verilen siklik yanitina sahip bir tiim geciren silizge¢ drnegi bir sistemdir.

. e ) —q
H(e?) = —
(e ) 1—ae™®
Burada, |a| < 1 kosulu ile o, herhangi bir gercel sayidir. Bu tiim gegiren siizge¢in birim 6rnek
yaniti

h(n) = —ad(n) + (1 — o®)a” tu(n — 1)
seklindedir.

Siklik Secici Siizgecler

Uygulamalarda dnemli olan siizgeglerin cogunun parcali sabit siklik yaniti1 genliklerine sahip
olmasidir. Bunlar Sekil 2.2°de gosterilen algak geciren, yiiksek gegiren, bant geciren ve bant
durduran siizgeclerdir. Siklik yaniti, genligi 1 olan aralikta yer alan siizge¢ bant geciren,
frekans yanit1 genligi O olan aralikta yer alan siizge¢ bant durduran siizge¢ olarak adlandirilir.
Bant geciren ve bant durduran siizgeclerin kenar sikliklar1 kesim sikliklaridir.



|H(el®)| | H (e

| —_— 1
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(a) Ideal algak gegiren siizgeg. (b) Ideal yiiksek geciren siizgeg.
|H (/) 4 | H )
1 -1
[ el
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(c) Ideal bant gegiren siizgeg. (d) Ideal bant durduran siizgec.

SEKIL 2.2. ideal siizgegler.

2.4. SISTEMLERIN BAGLANMASI

Stizgecler ¢ogunlukla istenilen 6zelliklere sahip sistemlerin olusturulmasinda kullanilir. Seri
(ardisil) ve paralel olmak iizere iki tip baglant: vardir. ki DKD sistemin ardisil baglantis
asagidaki sekilde gosterilmistir.

xin) yin)
———] hiin) ha(n) e

Y

SEKIL 2.3

Ardisil baglanti, birim 6rnek yanit1 ve siklik yanitina sahip tek bir kayma ile degismez sistem
ile gosterilebilir.

h(n) = h;(n) * hy(n)
H(e®) = Hy(e/®)H, (&)
Ardisil baglantinin log genligi, teker teker sistemlerin log genliklerinin toplamidir.
20log|H(e/®)| = 20log|H; (¢/®)| + 20log|H, (&)

Evre ve grup gecikmeleri toplanabilir islevlerdir.

B(w) = 01(0) + P2(w)

(0) =1 (0) + 12(0)
Iki DKD sistemin paralel baglantis1 asagidaki sekilde gosterilmistir.



> hy (n) >
*(n) + ¥y
—— @
+
» hain) -
SEKIL 2.4

Bir paralel ag, birim 6rnek yanitina sahip tek bir DKD sisteme esdegerdir.
h(n) = h;y(n) + hy(n)
Bu nedenle, paralel agin frekans yaniti
H(e'®) = Hy(e/®) + Hy(e®)
seklindedir.

ORNEK 2.4. Bir yiiksek gegiren siizgec ile bir algak gegiren siizgecin ardisil baglanmasi ile
bir bant gegiren siizgeg elde edilebilir. Ornegin, Sekil 2.2.c’de gosterilen ideal bant gegiren
stizgec kesim siklig1t ; olan bir algak geciren silizgec ile kesim sikli§i ®, olan bir yiiksek
geciren siizgegin ardisil baglanmasi ile gerceklenebilir. Benzer sekilde, Sekil 2.2.d’de verilen
bant durduran silizge¢ w; > w, olmak kosulu ile kesim siklig1 ®; olan bir algak gegiren
stizge¢ ile kesim sikligi o, olan bir yliksek geciren siizge¢in paralel baglanmasi ile
gerceklenebilir.

Diger bir baglant1 sekli, ¢ogunlukla kontrol uygulamalarinda kullanilan geri beslemeli ag
asagidaki sekilde verilmistir.

x(n) win) yin)
- +"-T-\' > fim) > >
+
g(n) <
SEKIL 2.5

Bu ag su sekilde analiz edilebilir.
o(n) = x(n) + g(n) * y(n)
y(n) = f(n) * o(n)
Eger gergekleniyorsaz, asagidaki boliimde tanimlanacak olan Fourier analiz teknikleri ile bu
sistemin siklik yanitin1 bulunabilir.

2 g(n)’in sistemi kararsiz yapabilmesi olasidir. Bu durumda, h(n)’in AZFD’si alinamaz. Geri beslemeli sistem genelde z-
doniigiimii kullanilarak analiz edilir.



F(e)

H(e”) = 1= F(e®)G(e®)

2.5. AYRIK-ZAMAN FOURIER DONUSUMU

Bir DKD sistemin siklik yanit, h(n)’in bir e7® exponansiyel terimle ¢arpilarak n iizerinden
toplamt ile bulunabilir. Bir dizinin ayrik zaman Fourier doniisiimii (AZFD), x(n), ayn1 yolla
tanimlanir.

X(e®) = Yr__ x(n)e I® (2.3)
Béylece, bir DKD sistem H(e/® ) nin siklik yaniti, birim érnek yanit: h(n)’in AZFD’sidir. Bir

dizinin AZFD’sinin alinabilmesi i¢in, Esitlik 2.3’deki toplamin yakinsamasi zorunludur. Bu
da, x(n)’in mutlak toplanir olmasini gerektirir.

X(el®) = Z Ix(n)] =S < o

n=-—oo

ORNEK 2.5. Bir dizi X1(n)’in
x1(n) = a"u(n) la] <1

AZFD,
X, () = ) are o = " (oe )"
n=0 n=0
seklindedir. Geometrik serileri kullanarak, toplam |a| < 1’i saglamak kosuluyla
. 1
X, (el®) = ——
1(e ) 1—oae®

seklinde elde edilir. Benzer sekilde, r dizi X(n)’in
X,(n) = —a"u(—n—1) la] > 1
AZFD,

0 -1

X,(e®) = Z X, (n)e N = — Z ol eTjon

n=—oo n=—oo

seklindedir. Toplamin limitleri degistirildiginde

X, (e®) = —Z a Melen = —Z(oc_lej‘*’)n +1
n=1 n=0
bulunur. Eger |a| > 1 ise, bu toplam
. 1 1
joy =~ - =
Xl(e ) 1 —alew +1 1— aqe o

seklinde yazilir. Verilen X(ej‘*’) icin x(n) dizisi ters AZFD kullanilarak yeniden elde edilir.
x(n) = if_nn X(e®) e dw (2.4)



Ters AZFD, — < w < m araligindaki sikliklarda tiim karmagik tistellerin dogrusal katigimi
olarak tanimlanabilir. Cizelge 2.1°de en ¢ok kullanilan bazi1 AZFD’lerin listesi verilmistir.

Cizelge 2.1. Baz1 AZFD giftleri

Dizi AZFD
3(n) 1
8(n —ny) elono
1 213 ()
ei®@on 218 (0 — mg)
a"u(n) |a|l <1 1
1—ae o
—a'u(-n—-1) |a|>1 1
1 —ae o
(n+ Da"u(n) la| <1 1
(1 —ae7o)?
cos(nwg) n6(® + ©g) + 13 (0 — 0p)

ORNEK 2.6. Farzedelim ki X(ej"’), ® = g sikliginda bir diirtii islevi olsun.
X(e°) = §(w — o)
Ters AZFD’yi kullanarak

T

x(n) = L jX(ej‘”)ej‘”“dw = le"“‘”o
2n 2n
—n
bulunur. Burada, x(n)’in mutlak toplanir olmamasina ragmen, AZFD’sinin diirtii islevlerini
icermesinden dolay1 karmasik tstellere sahip dizilerin AZFD’sinin gbéz Oniine alinmasi
gerektigi belirtilmelidir. Diger bir 6rnek, eger
X(e1®) = n8(0 — wg) + 13 (® + )

ise, ters AZFD
1 . 1 .
x(n) = Ee]““’o + Ee_’“‘”o = cos(nw)

seklinde hesaplanir.

2.6. AZFD’NIN OZELLIKLERIi

AZFD ve ters AZFD’nin degerlendirilmesinde kullanilan birgok AZFD 6zelligi vardir.
Bunlardan bazilar1 asagida tanimlanmistir. AZFD’nin 6zelliklerinin 6zeti Cizelge 2.2°de
verilmistir.

Donemsellik

AZFD; donemi, ®, 21 olan dénemli bir doniisiimdiir.



X(ej“’) = X(ei(w+2n))
Bu o6zellik, AZFD’nin tanimi ve karmasik istellerin donemsellik 6zelligi kullanilarak
gosterilir.

X(ej(o)+2n)) — Z x(n) e—j(o)+2n) — Z X(n) e—jnme—j27rn — z x(n) e—jnm — X(ejm)

n=—oo n=—oo n=—oo

Cizelge 2.2. Bazi1 AZFD ciftleri

Ozellik Dizi AZFD
Dogrusallik ax(n)+by(n) aX(e®) + bY(el®)
Kayma x(n —ng) e Jonox ()

Zaman tersinimi x(-n) X(e™®)
Kiplenim enoox(n) X(elme0)
Evrisim x(n)*y(n) X(e®)Y(e®)
Birletim x*(n) X*(e719)

Tirev nx(n) ~dX(el®)
174
()
Carpma X(n)y(n) 1 [ .
- f X(&) () do
T

Simetri

AZFD, ters AZFD ve AZFD’yi basitlestirilebildigi bazi 6zelliklere sahiptir. Bu 6zellikler
asagidaki ¢izelgede listelenmistir.

x(n) X(e")

Gergel ve ¢ift

Gergel ve ¢ift

Gergel ve tek

Sanal ve tek

Sanal ve g¢ift

Sanal ve ¢ift

Sanal ve tek

Gergel ve tek

Burada 6zelliklerin birlestirilebilecegi hatirlatilmalidir. Ornegin; x(n) eslenik simetrik ise, bu
islevin gergel kimi ¢ift ve sanal kismi tektir. Bu nedenle, X(ej‘”) gergel degerlidir. Benzer
sekilde, eger x(n) gercel ise, X(ej"’)’in gercel kismu ¢ift, sanal kismi tektir. Boylece, X(ejm)
eslenik simetriktir.

10



Dogrusallik
AZFD, dogrusal bir islectir. Yani; eger X; (€/®), x; (n)’in ve X;(€/®) x,(n)’in AZFD ise

AZFD . :
ax; (n) + bx, (n) & aX,; (&) + bX,(e®)
seklindedir.

Kaydirma Ozelligi
Zamanda bir diziyi kaydirma, siklik ortaminda (dogrusal evre terimli) karmasik tstel ile
carpmaya karsilik gelir.

AZFD :
x(n —ny) & e JON0 X(e’w)

Zamanda Tersine Cevirme

Zamanda bir diziyi tersine ¢evirme islemi, siklikta da tersine ¢evirme islemine karsilik gelir.

x(—n) & X(e71®)

Kiplenim
Bir dizi bir karmagik tstel ile carpildiginda bu islem siklikta, AZFD’nin siklikta
kaydirilmasina karsilik gelir.

e"“0x(n) puai X(el©e0)

Boylece w, sikligi ile kiplenmis bir dizi, w, tarafinda siklik izgesi yukar1 ve asagi
kaydirilmigtir.

AzFD 1 : 1 .
x(n) cos(nwy) & Ex(e](w—mo)) + Ex(e](w+m0))

Evrigim Kuranu

Dogrusal sistemler kuraminin belkide en Onemli sonucu, zamanda evrigimin siklikta
carpmaya karsilik gelmesidir. Ozellikle bu kuram, evristirilmis x(n) ve h(n) dizilerinin
AZFD’sinin bu x(n) ve h(n) dizilerinin AZFD’sinin ¢arpimi oldugunu gdsterir.

h(n) * x(n) &= H(e”*)X ()

Cogalim (Donemsel Evrigim) Kurami

Zamanda kaydirma ve evrisim 6zellikleri, evrisim kuraminin iki yonliiliigliniin bir sonucudur.
Yani zaman ortaminda ¢ogalim, siklik ortaminda (donemsel) evrigimle iligkilidir.

x(n)y(n) 23 % f X()Y (el @) do

—T

11



Parseval’in Kurami

Cogalim kuraminin dogal sonucu Parseval kuramidir.

°° 1 (.
Z Ix(n)|? = > f|X(e1"°)|2dm

n=—ow
Parseval’in kurami enerjinin korunumu kuramini isaret eder. Cilinkii bu kuram, AZFD isleci,
zaman ortamindan frekans ortamina gecerken enerjinin korundugunu gosterir.

2.7. UYGULAMALAR

Bu boliimde, ayrik zaman im analizinde baz1 AZFD uygulamalarn verilecektir. Bunlar, sifir ilk
kosullu, ters tasarimli sistemlere sahip fark esitliklerinin ¢oziimi, evrisim uygulamalari
tarafindan DZD bir sistemin siklik yanitinin bulunmasini igerir.

2.7.1. DZD Sistemler ve Dogrusal Sabit Katsayil Fark Esitligi (DSKFE)
Giris x(n) ve ¢ikis y(n)’i iceren DZD sistemlerin 6nemli bir alt sinifi, bir DSKFE ile
iligkilidir.

y(m) = —¥p_; a(y(n — k) + Ey_ob()x(n — k) (2.5)
AZFD’nin dogrusallik ve kaydirma 6zelligi, siklik ortaminda fark esitliginin agiklamasinda
asagidaki gibi

P q
¥(€°) = = > a(9e o¥(e) + ) blie kox(e)
k=1 k=0
veya Y(e)[1+ ZP_;a(ke k] = X(e°) Tl _, b(k)e ke

seklinde kullanilir. Boylece, sistemin siklik yaniti

Y(e®) _ Bi_gbe ke
X(ei®) 1+ZE:1aGOe‘Wm

H(e®) = (2.6)

olarak elde edilir.

ORNEK 2.6. ikinci dereceden DSKFE tarafindan betimlenen DKD sistemi géz oniine alalim.
y(n) = 1.3433y(n — 1) — 0.9025y(n — 2) + x(n) — 1.4142x(n — 1) + x(n — 2)
Siklik yaniti, h(n) i¢in fark esitligi ¢6ziilmeden asagidaki gibi bulunabilir.
1—1.4142e7° + e~ 3°
1 —1.3433e77® 4+ 0.9025e~2i®
Bu sorunun ters yonde calistirilabilecegi akilda tutulmalidir. Ornegin, asagidaki gibi siklik

yanit1 verilen sistemde, sistemin gergeklenmesini saglayacak bir fark esitligi kolaylikla
bulunabilir.

H(e®) =

. 14 e2®
w J—
H(e’ ) T 2 —eTo 4 (.5e 2

Once pay ve payda ikiye béliiniir ve siklik yanit1 asagidaki sekilde yeniden yazilir.

12



0.5 + 0.5e2®

H(e") =I5 5eTo 3 025600

Boylece sistemin fark esitiligi
y(n) = 0.5y(n — 1) — 0.25y(n — 2)0.5x(n) + 0.5x(n — 2)
seklinde elde edilir.

2.7.2. Evresimlerin Basarimi

AZFD’de zaman ortaminda evrisim, frekans ortaminda ¢arpma islemine karsilik geldigi i¢in
AZFD, zaman ortaminda evresimlerin basarimina bir segcenek saglar. Bir sonraki 6rnek bu
yordami gosterir.

ORNEK 2.7. Bir DKD sistemin birim 6rnek yanit:
h(n) = a"u(n)
Seklinde ise, x(n)=B"u(n) girisine kars1 sistemin yanitin1 bulalim, burada |a| < 1, |B| < 1, ve
a # [3’dir. Sistemin ¢ikist x(n) ve h(n)’in evrigimidir.
y(n) = h(n) *x(n)
y(n)’in AZFD
¥(e) = H(eo)X(el) = —— . —
1—ae ® 1— e ®
seklindedir. Boylece Y(ej"’)’nin ters AZFD bulunarak gerekli tiim degerler elde edilir. Bu da
kolayca Y(ej“))’nin genisletilmesiyle asagidaki gibi bulunabilir.
. 1 A B
Y(e) = (1 —ae 9)(1 — Be 1) T e 112 Beie
Burada, A ve B bulunmasi gereken sabitlerdir. Payda esitlemesi ile esitligin sag tarafi
genisletildiginde

1 _ (A+B)— (AB +Bwe®
(1—ae°)(1—Be®) (1 —ae®)(1— Be )
elde edilir ve katsayilarin esitlenmesiyle, A ve B sabitli esitlik pargalari ¢oziilerek

A+B=1
AB+Ba=0
seklinde yazilir. Sonug
a
L e
a B

y(ew)y=-—2—B___a—P

1—ae® 1—BeTo

formundadir. Boylece, ters AZFD alinarak y(n) asagidaki gibi bulunur.

— a n B n
Y = [ o5 — g B uee
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2.7.3. Fark Esitliklerinin Coziimii

Bolim 1°de zaman bolgesinde fark esitliklerinin ¢oziimii {izerine yoOntemler goézden
gecirilmisti. AZFD, siklik bolgesinde ilk kosullar sifir alinarak fark esitliklerinin ¢éziimiinde
kullanilabilir. Yordam, siklik bdlgesinde fark esitliginin her bir teriminin AZFD’sinin
alinmasi, istenilen terimlerin ¢éziimlenmesi ve ters AZFD alinarak bilinmeyen terimlerin
zaman ortaminda elde edilmesi seklindedir.

ORNEK 2.8. y(n)’in ilk kosullarmi sifir alarak, asagida verilen DSKFE’yi x(n) = 8(n) igin
¢Ozelim.

y(n) — 0.25y(n — 1) = x(n) —x(n — 2)
Once fark esitligindeki her terim icin AZFD’yi hesapliyalim.
Y(e®) — 0.25e770Y(el?) = X(e/®) — e 2@X(e?)
Ciinkii, x(n)’in AZFD X(&/®) = 1°dir.

. 1 —e72® 1 g2
Y(el"’) = — = — — —
1—-0.5e7® 1-0.5e7® 1-—0.5e7®
Asagida verilen AZFD esitligi kullanilarak
(0.25)" AZFD 1
' x(n) 1—0.5e7®

Y(ejm)’nin ters AZFD’si, dogrusallik ve kaydirma 6zelliklerinden faydalanilarak kolaylikla
bulunabilir.

y(n) = (0.25)"u(n) — (0.25)"2u(n — 2)

2.7.4. Ters Sistemler

Birim 6rnek yanit1 h(n) olan bir sistemin tersi birim drnek yaniti g(n) asagidaki gibi verilen
bir sistemdir.

h(n) x g(n) = 8(n)
Siklik yaniti agisindan eger H(ej‘”)’nln tersi varsa
1
H(el®)
oldugu kolaylikla goriilebilir. Yalniz dikkat edilmesi gereken nokta, tiim sistemlerin tersinin

alinabilir olmadig1 yada tersi alinsa bile sistemin nedensel olmayabilecegidir. Ornegin; Ornek
2.2’de verilen ideal algak gegiren slizgegin tersi yoktur ve sistemin tersi

H(el®) =1 —2e7®

G(e®) =

iken

. 1
G(e]w) = —1 — Ze—jw

seklindedir. Bu da, nedensel olmayan birim 6rnek yanitina sahip bir sistemle iligkilidir.
gn) = (=2)"u(-n-1)
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ORNEK 2.9. Bir DKD sistemin siklik yaniti
1

1—Ze_j°°
joy — ___*
H(e®) 1_|_l -
Ze
ise, bu sistemin tersi
_ 1 1 +%e‘j‘D
G(e]w) = j(,o = 1
H(e ) 1_Ze—jm

seklindedir ve birim 6rnek yaniti
g(n) = (0.25)"u(n) — 0.5(0.25)" tu(n — 1)
elde edilir.

COZULMUS PROBLEMLER
P2.1. h(n) bir DKD sistemin birim 6rnek yaniti olsun. Siklik yantini
(@) h(n) =6(n) +66(n—1) —38(n—2)

1

0 hm = (D)™ un-2)

3
i¢in bulunuz.

(a) Bu sistemin birim 6rnek yaniti sonlu uzunlukludur. Bu nedenle siklik yaniti, ¢ok terimli
islev katsayilar1 h(n)’in degerlerine esit olan e/®’nin bir ¢ok terimli islevidir.

H(e®) = 1+6e79+3e72®
Bu, bi¢imsel olarak asagidaki gibi yazilir.

[00]

H(e®) = Z h(n)e "¢ = z [6(n) + 68(n — 1) + 38(n — 2)]e "®

n=—oo n=-—oo
Cilinkii
Z 8(n —ny)e e =e7inoe
n=—oo
ve
H(e®) = 1+6e70+43e~ 2
seklindedir.
(b) Ikinci sistem i¢in, siklik yanit1
H(e®) = Z h(n)e n® =Z (5) gTino
n=—oo n=2

seklindedir. Baslangi¢ degeri n=0 alarak toplamda limitler degistirildiginde

n+4 4 ® n

)= - @ S )

n=

15



elde edilir. Geometrik diziler kullanilarak
4 e—ij

. 1 ,
1) = (3) e —1
1,

bulunur.

P2.2. Bir L’inci dereceden yiiriiyen ortalamali slizge¢ x(n) girisi i¢in

L
1
y(n) = mkzzoxm -k

¢ikisini veren bir DZD sistemdir. Bu sistemin siklik yanitini bulun.
Eger ylirliyen ortalamali siizgecin girisi x(n)=0(n) ise, tanimdan dolay1 yanit h(n), birim 6rnek
yanit1 olacaktir. Bu nedenle

L
1
h(n) = mkzzo 8(n—k)

ve

L
. 1 .
HE) = g )™

k=0
seklindedir. Geometrik diziler kullanilarak
1 1= e il+Do
L+1 1-e®
bulunur. Payda yer alan terim ve paydada yer alan terim ¢arpanlarina ayrilarak
alL+D/2 _ o=jL+1)o/2

H(el®) =

jo) — . e iLo/2
G L+1 © eio/2 — e=jo/2
; 1 i sin [(L+1)w/2]
jo) — . o—jLo/2 SUILTHe/4]
veya H(e ) L+1 € sin (w/2)

elde edilir.

P2.3. Bir DKD bir sistemin girisi

x(n) = 2cos (E) + 3sin <3n_1'[ + E)
B 4 4 8
seklindedir. Eger sistemin birim 6rnek yaniti
sin[(n — 1)m/2]
h(n) =2-
(n) (n— Dn

ise, ¢ikisi bulun.

Bu problem DKD sistemin 6zislev dzelligi kullanilarak ¢oziilebilir. Ozellikle Ornek 2.2°den
goriilecegi gibi eger DKD sistemin girisi x(n)=cos(nwo) ise, yanit

y(n) = [H(e'*0)|cos[nmy + Oy (wo)]
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olacaktir. Bu nedenle, sistemin siklik yaniti bulunmalidir. Ornek 2.3’te, bir algak gegiren
stizgegin birim 6rnek yaniti

, 1 lw| < w
jo — ) C
Hy(e) {0, w, < |w|<n
olarak gosterilmistir. Burada
sin(hw
hy(n) = g
n

seklindedir. Ciinkii oc=n/2 olmak iizere h(n)=2hy(n-1), ifade H,(e/®) yoluyla H(e/*)den
asagidaki gibi tiiretilir.

H(e®) = Z h(n)e "® = Z 2h;(n—1)e7"e =2 Z hy (n)e 10+De
n=2 n=2

n=—oo

= 271 z h;(n)e m® = 2e7°H, (e/*)

n=-—oo
Boylece, H(e’“’) = {260 ’ " ol <2 T[’dir. Ciinkii, ®w=3mn/4’te, |H(e1‘”)| = 0’dir.
) 2 —

x(n)’de siniis siizgegten gegirilir ve basitce ¢ikis

y(n) = 2|H(e&™*)|cos [%T + @y (%)] = 4cos (T%T + %) = 4cos [(n -1) %]

bulunur.

P2.4. Asagidaki birim ornek yanitina sahip bir sistemin genlik, evre ve grup gecikmesini
bulunuz (burada a, gergel bir degerdir).

h(n) = 8(n) + ad(n — 1)
Bu sistemin siklik yaniti
H(e’®) = 1—ae™® = 1 — acosw + jasinw
seklindedir. Bu nedenle, genliginin karesi
|H(ej‘°)|2 = H(*)H* (&) = (1—ae®) - (1—aeT®) = 1 + a® — 2acosw
olarak bulunur. Evresi ise
 Hi(e?) asinw

-1
Hy (e®) 1 — acosw

O, (w) = tan™

seklindedir. Sonug¢ olarak, grup gecikmesi evresinin tiirevi alinarak bulunabilir (Problem
2.19’a bakiniz). Bagka bir segenek olarak, bu sistem Ornek 2.2.2°de gosterilen sistemin
tersidir, evre ve grup gecikmesi Ornekte elde edilen degerlerin tersidir. Bu nedenle grup
gecikmesi

(12 — 0COSW

() = —

1+ a? — 20cos®
seklindedir.
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P2.5. 90° evre kaydirici, asagida verilen siklik yanitina sahip bir sistemdir. Bu sistemde, tim
w’lar i¢in genlik sabittir ve evre, -m < w < 0 i¢in /2 ve 0 < w < 7 i¢in -n/2’dir. Bu
sistemin birim 6rnek yanitini bulun.
j _ji O<w<mt
J© = i
H(e) {], —nT<w<0

Birim 6rnek yanit1 tiimlev alinarak bulunabilir.

0
h(n) = —— nH(é@)emwdw==ii -emwdm--l-n-emwda>=.$5-anwﬁ _ L gnof
2T 2T ] 2T ] 2Tn -T  2Ttn 0

—T —T 0

1 ~ 1 . 1 ot~ Lo
=ﬂ1—eln“]—m[eln“—1]_—[1—eJ““]_ [1-(-1)"]

Tn Tn
Bu nedenle,
2
h(n) = {;, n odd
0, n even
seklindedir ve burada h(n) asagidaki gibi ifade edilir.
2 sin?(nm/2)
h(n)={;’—n : r‘:fo

)

Siizgecler
P2.6. h(n), kesim siklig1 w olan bir algak geciren siizgegin birim drnek yaniti olsun.
(a) Hangi tip siizgegin birim 6rnek yanit1 g(n) = (—1)"h(n)’dir?
(b) Eger h(n) birim 6rnek yanitt h(n) olan bir slizge¢ asagida verilen fark esitligi ile
gerceklenebiliyorsa, birim ornek yanit1 g(n) = (—1)"h(n) olan bir sistemi gergeklemek i¢in
verilen bu fark esitiligi nasil degistirilmelidir?

y() = X a0y — k) + X b)x(n — k) (2.7)
(@ Verilen g(n) = (—1)"h(n) ifadesinde G(ej‘”)’nin siklik yaniti algak gegiren siizgegin
siklik yaniti H(ejw) ile iligkilidir.

G(el®) = Z g(n)ene = Z (—1)"h(n)e e = z h(n)e nle-m = H(e7™™)
n=-—oo n=-—co n=-—oo
Bu nedenle G(ej“’), siklikta H(ej“’)’mn n kadar kaydirilmis seklidir. Boylece eger algak
geciren siizgegin gecirme kusagi (passband) |w| < w. ise, G(e/®)’nin gegirme kusag
T — w, < |w| < 1 olacaktir. Sonug¢ olarak, g(n) bir yiliksek gegiren siizgegin birim ornek
yanitidir.
(b) Eger birim 6rnek yaniti h(n) olan bir siizgeg, Esitlik 2.7 ile verilen fark esitligi ile
gerceklenebiliyorsa bu stizgegin siklik yaniti
q —jko
() -
1-%,_ ak)e ke

seklindedir. h(n) ifadesi (—1)" ile ¢arpilirsa siklik yanti
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Yi_p b(le kO™

jo) = jlo—m)Y) —
G(e ) H(e ) 1— EZla(k)e—jk(m—n)

olan bir sistem elde edilir. Ciinkii €™ = (—1)¥dur.
b o(=DFb(K)e ke
— Zh_ (=Dka(k)e ke

G(e®) =
() = -
Fark esitligi ise
p q
ym) = ) DXy =k + ) (=D b0x(n—K)
k=1 k=0
seklindedir. Yani k’nin tek degerleri i¢in a(k) ve b(k) katsayilar1 gegersizdir (belkide burada

negatiflestirmek anlamindadir).

P2.7. H(ej“’), kesim siklig1 w¢ olan bir ideal algak gegiren siizgegin siklik yanit1 olsun. Siklik
yanitinin grafigi asagida verilmistir. Ayrica bu slizgecin evresinin dogrusal oldugunu
varsayalim. Yani, @, (w) = —nyw’dir. Asagidaki ¢ikisi tiretebilecek kesim sikligt w. < 1
olan bir x(n) girisi olup olmadigini bulun.

4 )]
|
-7 W Wy i 4 i
_{1, n=0,1,--,20
y(n) = 0, n diger yerlerde

Eger X(ejw), x(n)’in AZFD ise, al¢ak geciren siizgegin ¢ikisi
Y(ei®) = H(el®) - X(e)
olacaktir. Bu nedenle Y(ej“’), w. < |w| < migin sifir olmak zorundadir. Ayrica y(n)’in AZFD
_ e—2ljo

20 1
n=

w. < |w| < m i¢in sifir degildir. Bu nedenle, w, < T i¢in bir deger yoktur ve verilen y(n)
cikisini iiretebilecek bir x(n) girisi yoktur.

P2.8. h(n) kesim siklig1 w=n/4 olan bir ideal algak gegiren siizgecin birim drnek yaniti olsun.
Asagida verilen obek semada bir DKD sistem, bir alcak geciren siizge¢ ve iki kipleyicinin
ardisil baglanmas: ile gdsterilmistir. Giris x(n) ve ¢ikis y(n) ile baglantili tiim sistemin frekan
yanitin1 bulun.
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hin)

Bu sistemin siklik yanitin1 bulmanin iki yolu vardir. Ilki i¢in algak geciren siizgecin girisi
(—=1)"x(n) olmak tizere ¢ikisi

w(n) = h(n) * [(=1)"x(n)] z h(k) (—D)"*x(n — k)

k=—00

seklindedir.

y() = (Do) = (1" { D hO(-1)"*x(n — k)}

k=—o0
olmak iizere (—1)" terimi toplamdan disart ¢ikarildiginda ve (—1)"7K = (—1)k™
kullanildiginda

ym = D" hED DX —K) = > (DX k) = [(~D"h)] * x(n)

k=—o0 k=—o00

elde edilir. Boylece tiim sistemin birim 6rnek yaniti (—1)"h(n)’dir ve siklik yaniti

31
AZFD{(—1)"h(n)} = H(ej(w—n)) — {1' e <lw|<m

)

diger yerlerde
seklindedir. Siklik yamtim elde etmenin diger bir yolu sistemin karmasik iistel, x(n) = /"
yanitin1 bulmaktir. Bu dizi (—1)" = e "™ ile kipleyerek bulunur. Bu da
v(n) = (—1)"e 0T = gile—m)
seklindedir ve DZD sistemin girisidir. Cilinkii v(n) karmagik tisteldir ve bu v(n) girisine karsi
sistemin yaniti
w(n) = H(ei(w—ﬂ))ei(w—n)
elde edilir. Sonug olarak
y(n) = (-D"w(n) = (D "H(e@ ™)™ = H(el©™)eiwn

oldugu i¢in, tiim sistemin siklik yaniti H(ej(‘*’_“))’dir.

P2.9. Eger h(n) kesim siklig1 ws=n/4 olan bir ideal algak geciren siizgecin birim 6rnek yaniti
ise, birim 6rnek yanit1 g(n)=h(2n) olan siizge¢in siklik yanitin1 bulun.

Bu sistemin siklik yanitin1 bulmak i¢in, iki yonlii ¢6ziimiin biri ile problemi ¢ézmeliyiz.
Bunlarda ilki, kesim siklig1 w=n/4 olan bir ideal algak gegiren siizgeg¢in birim 6rnek yaniti
sin(nm/4)

nm

h(n) =

oldugu i¢in
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h(zn) = sin(2 ntt/4) _ l - sin(nm/2)
2nt 2 nm

seklinde ifade edilir. Burada; h(2n), genligi 1/2 ve kesim siklig1 we=n/2 olan bir algak gegiren
stizgecin birim drnek yanitidir. Bu problemi ¢6zmek i¢in kullanilacak ikinci yol, H(ej‘“) birim
ornek yanit1 h(n) olan bir sistemin siklik yaniti1 olmak {izere, g(n)=h(2n) birim 6rnek yanitina
sahip sistemin siklik yanitin1 bulmaktir. Bu ¢6ziim, ilk yaklasima gore daha fazla zorluk
icermesine ragmen, herhangi bir sisteme uygulanan H(ej"’) ile G(ej"’) siklik yanit1 i¢in daha
genel bir sdylem verebilmektedir. Siklik yanitin1 bulabilmek i¢in, toplam ifadesini irdelemek
gerekir.

[00]

G(e®) = z gTino

n=—co
Asagidaki 6zdesligi kullanarak
2  n gift

1+(-D ={O n tek

siklik yanit1 su sekilde yazilabilir.
1Y . 1< | 1< |
G(e) = 5 z [1+ (=D Ih(ye o2 = 2 z h(n)e /2 + 2 Z (—=1)"h(n)e Iner2

n=-—oo n=—oo n=-—oo

H(e/) ile, ilk terim

1 v . 1,
3 z h(n)e-ine/2 =§H(el°’/2)

n=-—oo

ve

% Z (_1)nh(n)e—jnm/2 :% z h(n)e—jn(m+2n)/2 — %H(ej(w+2n)/2)

n=—oo n=-—oo

yeniden yazilirsa
. 1 . .
=_ /2 (0+2m)/2
G(e'®) = SH(e/2) + H(e@2m72)

elde edilir. Kesim sikligi w~=m/4 olan bir ideal algak geciren siizgegin siklik yaniti H(ej‘”)
alindiginda bir 6nceki sonug elde edilir.

P2.10. Kesim siklig1 w=37n/4 olan bir ideal yliksek gegciren siizge¢ asagida gosterilmistir.

y H(e!™)

w

"
=
i

(a) Birim 6rnek yanit1 h(n)’ni bulun.
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(b) Birim 6rnek yaniti h;(n) = h(2n) olan yeni bir sistem tanimlanmis olsun. Bu sistemin
H, (e/°) siklik yanitini gizin.

(a) Birim 6rnek yanit1 iki farkli yolla bulunabilir. Ilki ters AZFD’yi kullanmak ve tiimlev
kullanmaktir. ikinci yaklasim ise kipleme &zelliginin kullanilmasidir. Burada eger

1 lw| < icin
H. (ei®)= 4
(<) {0 diger yerlerde

ise H(ejm)’nm yeniden asagidaki gibi yazilabilecegi
H(e'?) = Hag (7))
belirtilmelidir. Bu nedenle, kiplenim 6zelliginden
h(n) = & "hyg () = (—1)"hyg (n)
B sin(nmt/4)

h =
(M) = ——

h(n) = (-1 T2

bulunur.

(b) Birim ornek yanitt h;(n) = h(2n) olan sistemin yaniti dogrudan AZFD kullanilarak
bulunabilir.

Hy (e) = Z hy (e = Z h(2n)e™ " = Z h(n) e ne/2
n=-o0 n=—0o n cift
Bunun yaninda kolay bir yaklagimin, kesim siklig1 n/2 ve kazanci 1/2 olan bir algak gegiren
stizge¢
sin(2nm/4)  sin(nm/2)

h;(n) = h(2n) = (-1)*" onm 2nt

oldugu gosterilebilir.

A Hi(e/™)

i

Y

- —rf2 m)2 T

Sistemin Ara Baglantilar

P2.11. Asagida siklik yanitlar1 verilen ideal siizgecler ardisil olarak baglanmistir.

|H\ (ed)] |Ha(e'*)|

| ——— 1

ot 1]

T M o
—

/3 T - —=3m/d —m/4 ! w/4  3mrfa g

-7 —m /3
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Keyfi bir giris x(n) i¢in, y(n) ¢ikisinin siklik araligint bulun. Ayni islemi iki sistem paralel
baglandiginda tekrar edin.

Eger iki stizgeg ardisil baglanmis ise, ardisik sistemin siklik yanti
H(e®) = Hy(e®) - Hy(e®)

seklindedir. Bu nedenle, y(n) girisindeki herhangi bir siklik iki siizgecten de gecmek
zorundadir. Ciinkii Hy (€/®) icin bant gegirme araligi || > 1/3, H;(e/®) icin bant gecirme
araligi /4 < |w| < /3 ve ardisik sitem igin bant gecirme araligi (Hl(ej"’) ve Hz(ej(”) her
ikisi ic¢in siklik ‘1’e esittir) /3 <|w| < 3m/4’tir. Paralel baglantida, tim siklik yaniti
H(ej(”) = H; (ej")) + Hz(ej“’)’ya esittir. Bu nedenle sikliklar ¢ikisa, siizgeclerin ya birinden ya
da digerinden gegerek ulasirlar. Yani |w| > /4 tiir.

P2.12. Asagida verilen ara baglantili DKD sistemleri ele alalim.

x(n) w(m) . yin)
T + Ha(e!") p—tpmm——

L J

fryln)

o] <=
2

- ’dir. Bu sistemin siklik yanit1 ve
7 < lw| <™

Burada; hy(n) = 8(n — 1) ve Hy(e®) = é

birim 6rnek yanitini bulun.
Birim 6rnek yanitini bulabilmek i¢in x(n) = 8(n) alalim. Toplayicinin ¢ikisi
w(n) =6(n) —6(n—1)
seklindedir. Clinki w(n) birim 6rnek yanit1 h, (n) olan bir DKD sistemin girisidir.
w(n) = hy(n) —hy(n—-1)

Burada; h,(n) = iﬂ’n H, (&) do = %In/z

)2 e®dw = %’dir. Siklik  yanitin

bulurken
w(e®)=1-e7°

kullanilir. Boylece

. . . . . 1 —jw |(1)| Sg
H(E) = W (o) = [1 =@ Ji(e) = 178 2
3 <|lw|<m

elde edilir.
P2.13. Asagida verilen ara baglantili DKD sistemleri ele alalim.
(a) Tim sistemin siklik yanitin1 Hy (ej‘”), H, (ej“’), H3(ej‘”) ve Hy (ejm) cinsinden ifade edin.

(b) Eger

23



= ha(n) £

xin) yin)
—_— hi(n)

1!'

hi(n) — hain)

L ]

h;(n) =6(n) +26(n—2) +6(n—4)
hy(n) = h3(n) = (0.2)"u(n)
hy(n) =8(n—2)
ise siklik yanitini bulun.
(@) hy(n), ardisil bagh h3(n) ve hy(n) ile paralel bagli oldugu i¢in paralel agin siklik yanitt
G(e/*) = Hy(e/®) + H3(e°)Hy(e®)
seklindedir. hy (n), g(n) ile ardisil bagli oldugu igin tiim sistemin siklik yaniti
(™) = Hy (6 [Hy (e) + Hy (e)Hy (e)]
bulunur.
(b) Bu ara baglantida siklik yanit

Hy(el®) =1+ 2e7 90 4740 = (1 - e‘Zj‘”)2
Hs(el®) = e7®
dir. Bu nedenle
H(e™) = Hy(e)[Hz(e") + Hs (&) Ha ()] = Hi(e)Hz(e)[1 + Ha(e)]
(1 +e720)
1—-0.2e7®
bulunur.

P2.14. Asagida sekilde gosterilen DKD sistemin siklik yanitinin pargalt sabit oldugunu
farzedelim.

A

Az

Y

—IT i)} - L] (] g

Algak geciren siizgecleri paralel baglayarak bu siizgecin nasil gerceklenebilecegini
tanimlayin.
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Bu siizgeg; bir algak gegiren, bir bant gegiren ve bir yliksek geciren silizge¢in toplami olarak
gosterilebilir. Cilinkii, bant geciren ve yiiksek geciren siizge¢in her ikisi de algak gegiren
stizgeglerin paralel baglantis1 kullanilarak sentezlenebilir. Bunu su sirayla agikliyabiliriz.
Once, kesim siklig1 w, ve kazanci A, — A3 olan bir algak geciren siizgeg ile tiim bantlari
geciren slizgeg Hg(ej(") = A3 paralel baglanir. Bu paralel ag asagida verilen siklik yanitina
sahiptir.
. A Wl < w
H(e) = {Ai oozl <| |w] ;n

|w| < w; diisiik bantlarda dogru genligi elde edebilmek i¢in diger iki siizgece paralel bir
ticlincii algak geciren slizgeg eklenir. Bu siizgecin kesim siklig1 w; ve kazanct A; — A, dir.

P2.15. Iki DKD sistemin geri beslemeli ag ile baglanmis formu asagida verilmistir.

x(n) win) yvin)
fin)

-
-

A

gln)

H(ej“’) var ve biitiin sistemin kararli oldugunu varsayalim. Bu geri beslemeli agin siklik
yanitinin

Y(el) F(el®)

X(el®) 1 —F(el®)G(el®)

H(e®) =

oldugunu gosterin.
Analize baglamadan 6nce bir imin asagidaki gibi yazilabilecegi belirtilmelidir.
w(n) = x(n) + g(n) *y(n)
Siklik diizleminde bu ifade
w(e®) = X(e®) + G(e)Y(e®)
seklindedir. Ciinki, Y(e/®) = F(&®)W(e/®) dir ve Y(e/®) = F(e/®)[X(e®) + G(&/*)Y(e®)]
formundadir. Y(&/®) ¢oziilmesiyle

H(ew) = —— )y

1 — F(el®)G(el®)

bulunur. Boylece siklik yaniti

Y(e?) F(el®)

X(e/®) 1 —F(el®)G(el®)

H(e®) =

elde edilir.
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Ayrik Zaman Fourier Doniigiimii
P2.16. Bir kayma ile degismez sistem DSKFE tarafindan tanimlanmastir.
y(n) = 0.5y(n — 1) + bx(n)

®=0da |H(e ‘1> yapan b ve yar1 giic noktasi (|H(ej‘°)|2’deki tepe degerinin yariya

diistiigti siklik degeridir) degerlerini bulun.

Bu fark esitligi kullanilarak tanimlanan sistemin siklik yaniti
. b
H(é®) = ———
(&) = T=95e7
olarak elde edilir. Clinkii
b? b?
(e[ =

(1 —-0.5e71@)(1 —0. 5e1‘°) 1.25cosw

seklindedir. Eger
b2
1.25-1
ise ®=0"da |H(ej“’)| ‘I’e esittir. b = £0.5 oldugunda bu dogrudur. Yari gii¢c noktasini bulmak

=1

icin siklik degeri bulunmak istenirse
0.25

[H(eo)| = =0.5

1.25c0sw
elde edilir. Cosw=0.75 veya w = 0.23m oldugunda bu dogrudur.

P2.17. Fark esitligi asagidaki gibi tanimlanan bir sistem alalim. Burada |a| < 1 olmak {izere a
ve b gercel sayilardir.
y(n) = ay(n — 1) + bx(n) + x(n — 1)
Eger siklik yanit1 tiim w’lar i¢in sabit bir genlik degerine sahipse, yani |H(ej‘°)| =11ise,ave
b arasindaki iliskiyi bulun.
Farzedelimki bu iliski var olsun ve a =% ve x(n) = G)z u(n) oldugunda sistem ¢ikisini
bulalim. DKD sistemin siklik ¢ikis1 fark esitliginden asagidaki gibi tanimlanir.
. b+e?®
H(e®) = =
Karesi alinmig genlik
|H(e’“’)|2 _ (b + e‘j‘.")(b + ej“”) _1+ b? + 2bcosw
(1—-aed®)(1—-e®) 1+ a—2acosw
seklindedir. Boylece eger yalniz eger b = —a olursa |H(ej°’)| = 1’dir. Eger x(n) =

(%)2 u(n),a= % veb = % ise Y(e/)

1 - 1 .
—5+e? 1 —5+e?

jo jo jo 2 2
(&) = H(e)X(em) = 21— = 2T
1-— Ee_l‘” 1-— ie_l‘” (1 — ie—jw)
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bulunur. AZFD’yi kullanarak, Cizelge 2.1°den
1
(1 —ae i®)2

elde edilir ve AZFD’nin dogrusallik ve gecikme ozelliklerinden

AZFD
(n+ Da"u(n) =

n n—1

y(n) = —%(n +1) (%) u(n) + n (%) u(n—1)

bulunur. Bu &rnekten |H(ej“’)| = 1 olmasina ragmen, dogrusal olmayan evrenin giris dizi
degerlerinde belirleyici bir etkisi oldugu goriilmiistiir.

P2.18. Siklik yanitt H(ej“)) olan bir DKD sistemin asagidaki gibi ifade edilebilecegini
gosterin.

Hq (e1°)Ge (el Hq(el®)Gg(el®
h(w) = G(e ) G(elH)(eTm);(e ) S(e )

Burada; Hg (ej“)) ve Hs(ej‘”), H(ej"’)’nm sirastyla gergel ve sanal kisimlar1 ve Gg (ej‘”) ile
Gs (ej‘”) ise n - h(n)’in AZFD’sinin gergel ve sanal kisimlaridir.

Genlik ve evreden, siklik yaniti
(&) = [H(e) e
yazilir. Burada H(ej‘”)’nin logaritmas1 alinirsa evrenin belirgin bir ifadesinin bulunabilecegi
belirtilmelidir.
lnH(ej‘”) = ln|H(ej°’)| +j6, (o)

®’ya gore tiirev alindiginda

d . d . d : d
—InH(e®) = — . —H(e)®) = —In[H(e? j—0
do (e ) H(e?) dw (e ) dw n| (e )l +) dw h(©)
bulunur. Bu esitligin her iki yaninda sanal kisimlar esitlenirse

d 1 d .
Eeh((ﬂ) = Sa {H(ej@) . aH(e] )}

elde edilir. Eger
H(e) = Ho(e) +jHq ()
W
burada Hg (ej‘”), H(ej“’)’nln gercel kisminm tiirevi ve Hg (ej‘”), H(ejm)’nln sanal kisminin
tiirevi olmak iizere seklinde tanimlanirsa, grup gecikmesi
He (&) + jHs(e1)
H(ei®) }
formunda yeniden yazilabilir. Burada, grup gecikmesi i¢in bu esitligin sayisal degerlendirme

icin uygun oldugu belirtilmelidir. Ciinkii bu esitlik hesaplanirken h(n) ve n - h(n)’in sadece
AZFD’sinin hesabi1 yapilmaktadir. Tiirev alma islemi yoktur.

d
h(w) = —Eﬂh(m) = —Sa{

P2.19. a gergel say1 olmak lizere asagida verilen her sistem i¢in grup gecikmesini bulun.

27



(@) Hi () =1 —ae @

(b) Hy(€°) = ——
1

(C) H3(e]m) = 1—2a cos Be~i® q2e—i20

(a) Ilk sistem igin siklik yanit1

Hy(¢°) =1—acosw + jasinw

seklindedir. Bu nedenle, evre

o sin w
=t -1_-- -
b1() an 1—oacosw
bulunur. Ciinkii
d (tan-"u) = 1 du
ax o WE T
oldugu i¢in grup gecikmesi
(@) = d (@) = 1 d( asin w )
e = du)d)lw - 1 asinw \* dw\1— acosw
+ (1 — acos w)
seklindedir. Boylece
1 (1 — acos w)acosw — (asin w)?
Tl(w) == - 2" 2
1+( asin w ) (1 - oacosw)
1—acosw
elde edilir. Bir basitlestirme ile
() = (1—acosw)acosw — (asinw)® o —acosw
Tlw) = (1-acosw)? + (asinw)? 1+ a?—2acosw

bulunur. Bu problemi ¢6zmenin diger bir yolu Problem 2.18’de tiiretilen grup gecikmesi igin
elde edilen esitligi kullanmaktir. Hy (ej“’) =1 — acosw + jasin w olmak iizere
He(69)=1—acosw ve Hs(eé®)=asinw
seklindedir. Cilinkii birim 6rnek yanit
h(n) = 8(n) — ad(n —1)
formundadir. Buradan
g(n) = nh(n) = —ad(n—1)
kullanilarak
G(6/*) = —ae!® = —acos w + jasinw
bulunur. Boylece, grup gecikmesi bir dnceki sonugla ayni sekilde
He(€°)Ge (1) + Hs () Gs (1) _ —acos® (1 — acosw) — (asin w)?

T(w) = [H(ei®) |2 (1 —acosw)? + (asinw)?

a? — acosw

- 14+ a2 —20cosw
elde edilir.
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(b) Hy (ej‘*’) =1 — ae® i¢in elde edilen grup gecikmesi kullanilarak, Hl(ej“’)’nm tersi olan

H, (ej‘*’)’mn grup gecikmesi kolaylikla bulunabilir.

ooy L1
Z(e )_1—ae‘j‘”—H1(ej‘D)

Ozellikle
) 1
]0‘) ey
1) = ey

oldugu i¢in ¢ (w) = —b4 (w)’dir ve boylece

a? — acosw

(@) = 1) = 1+ a2 —2acosw

elde edilir.
(c) Son sistem i¢in Hj (ej‘”) asagidaki gibi carpanlarina ayrilir.
1 1

1

Hs(e®) = =

1—2acosBe @ + aZe 20 (1 — qelfei®) . (1 — ae 0eiw)

Boylece, H3(ej‘”)’n1n grup gecikmesi bu iki carpimin grup gecikmesinin toplamidir. Bagka

bir deyisle, her ¢arpimin grup gecikmesi basit olarak evrenin tiirevinin alinmasiyla bulunur.
Ayrica, bu terimlerin grup gecikmesi eger AZFD’nin kipleme 6zelligi kullaniliyorsa kisim

(b)’deki evre T,(w)’dan bulunabilir. Ozellikle, eger x(n)’in AZFD X(e/®) ise, e™®x(n)’in

AZFD’si

e"9x(n) = X(el©=0) = |X(ei@=0)|ei@=0)

seklindedir. Eger x(n)’in grup gecikmesi T(w) ise, e"®

olacaktir. Kisim (b)’de H(el®) = —

1—ae~j®

‘nin grup gecikmesi

a® — acosw

t(w) = 1+ a? —2acosw
bulunur. Bdylece, kipleme 6zelliginden H(e/®) = ﬁ

oa? —acos(w — 0)
1+ a? — 2acos(w — 0)

(w) =

elde edilir ve H(e/®) = ‘nin grup gecikmesi

1
1—qe~i(@+6)
o? — acos(w + 0)
1+ a? — 2acos(w + 0)

(w) = —

bulunur. Boylece H3(ej‘*’)’n1n grup gecikmesi iki ¢arpanin toplamidir.

2

o? — acos(w — 0) o? — acos(w + )

x(n)’in grup gecikmesi t(w — 0)

‘nin grup gecikmesi

(W) =
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SOZLUK

A-B

Ara degerleme:
Ardisil:

Ayrik zaman:
Birim ornek yaniti:

Birletim:

C-C-D
Cok terimli:

Dogrusal katisim:

Dogrusal sabit katsayih fark denklemi:

Dogrusal zamanla degismez:
Donem:

Donemsel:

Donemsellik:

Doniisiim:

Diirtii islevi:

E-F

Eslenik simetrik:
Eslemleme:
Evre:

Evrisim:

G-H

Genellestirilmis dogrusal evre:

Genlik:

Gergel:

Gercel degerli:
Grup gecikmesi:

Interpolation
Cascade

Discrete time

Unit sample response
Conjugation

Polynomial

Linear combination

Linear constant coefficient difference equation
Linear shift invariant

Period

Periodic

Periodicity

Transform

Dirac delta function

Conjugate symmetric
Mapping

Phase

Convolution

Generalized linear phase
Magnitude

Real

Real valued

Group delay
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K-L
Kararhhk:
Karmasik degerli:

Karmasik iistel islev:

Kayma ile degismezlik:

Kesim sikhgi:
Kiplenim:
Kipleyici:

Log olcekli genlik:

M-N
Mutlak toplanir:
Nedensellik:

0-0
Obek:

Oz deger:
Oz islev:

P-R

S-$-T
Sanal:
Sikhk:
Sikhik izgesi:

Siklik secici siizgecler:

Sikhik yamti:
Siirekli zaman:

Siizgec:

Signal
Operator
Function

Stability

Complex valued

Complex exponential function
Shift invariance

Cut-off frequency

Modulation

Modulator

Log magnitude scale

Absolutely summable
Causality

Block
Eigen value
Eigen function

Imaginary

Frequency

Frequency spectrum
Frequency selective filters
Frequency response
Continuous time

Filter
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Toplayicr:
Timlev:

Tiim geciren:
U-U
V-Y-Z

Yan gii¢c noktasi:

Yumusatma:

Yiiriiyen ortalamal siizgec:

Zaman tersinimi:

Adder
Integral
Allpass

Half power point
Smoothing

Moving average filter
Time reversal
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